Partition en cycles du graphe de comparabilite d'un arbre  by Darcel, Nelly & Zimmermann, Yvette
ematics .38 ( 1982) i3-bS 
North-Holland Publishing t?c\mpan;, 
53 
Nelly DARCEL 
Faculti (1e.s Scknces. Uniwrsiri du Mai,w, Rowe de l.crval. 72017 Le Mans Cdex, Frarlce 
Yvette ZIMMERMANN 
Unit6 Pidagogique ,!‘Arc~tik~uw no. S, 58 ar’. S. Al/errdc, 92000 Nanterre. France 
Recked 2; !vlclr<h 197X 
Rev;sed 13 Deccmhcr 1979 and 12 January 198 1 
Soit G une arbre orient6 fini, T(G) son graphe de comparahilitC; 5 I’aide de deux fkts dt%nis 
sur G on dCmontre une relation entre le nombre minimum de cycles klkmentaires disjoints de 
T(GS recouvrant les sommets de G et le nombre d’arcs de G sur lesquels le produit des flux est 
nul. 
1. troduction 
Dans cet article, nous demontrons un theoreme concernant le nombre 
minimum de cycles elementaires partitionnant les sommets du graphe de 
comparabilit? d’un arbre orient6 fini. 
Dans [I], I.C. Arditti etablit une condition necessaire et sufisante pour que le 
graphe de comparabilite d’un arbre orient6 fini soit hamiltonk. en utilisant des 
flots a valeus dans tV*, d&finis sur des resaux de transports as _ _ies a ce graphe. 
Darrs la suite, nous nous servons d’une autre definition des f-l6 I::: 
Soit G = (X, U) un ark-e orient6 fini. Un flot descendant sur G est une 
application &I de kr dans fV telle que: 
Vx (z /X, x non minimal c +w- 1 $(a)=l; 
aEWI’0) arw (X) 
un flot montant SUE’ G est unc apyliwtion + ;le ?I dans k4 tctle que: 
Vx c: /X, x non maximal 1, V(U)- 
<If=W (x, 
esultat obenu par Arditti dans [I] reste va’lable avec cette definition: “G 
admet un fiat descendant + et un tlot montant <F* strictement positifs. si et 
seulement si T(G\ est hamiltonicn”. 
A tout flat montant <p et descendant I+!J, definis sur 6, ass 
~(<p, +!J) &gale au nombre d’arcs de G SW lesquels le produit des 
nul. Notre r&hat principal 
Soit cpo un flot montant, $tI u 
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minimum . Soit d’autre part u le nombre minimum de cycles elementaires de T(G) 
partitionnant les sommets de G. &w-s: 1’ -= EI.:;+ 1. 
ConvenEion. sent consider& comme cycles un ensemble reduit 31 un sommet et un 
ensemble de 2 sommets relies par un arc de 6. 
Dans ce qui suit, nous empruntons a C. Berge [S] les definitions de graphe, 
sous-graphe, chaine, chaine elementaire, sous-chaine, cycle, cycle hamiltonien 
chemin, graphe connexe, arbre. 
Soit G = (X, V) un arbre orient6 fini, X. designe I’ensemble de se5 sommets, V 
l’ensemble de ses arcs. Si x, y E X et (x, yk V, G$ est ‘le sous-&we de G 
conterant x, obtenu apres suppression de (x, y) (Fig. 1). 
Dans un arbre, iI! existe une et une seule chaine reliant deux sommets distincts. 
Nous designerons done, sans qu’il y ait d’ambigui’te, une cha”ine ou un chemin 
dans I’arbre par ses deux extr&nites: la chaine (a,, a2, . . . , a,) oh a, = (x, A’) et 
42, = ( y, y’) sera notee (x; y’). Nous associerons de plus & une chaine (x: y) WI sens 
de parcours implicitement don& par I’ordre dans lequel sont citee ses extremites. 
Les arcs de la chaine parcourus dans le sens de l’orientation du graphe sont dits 
arcs directs. ceux parcourus a contre-sens sent dits retrogrades (Fig. 2). 
La fermerure transitive ?(C;) d’un graphe orient6 G est le graphe obtenu en 
joignant par un arc tout couple x, y de sommets distincts non adjacents de G, tel 
qu’il existe da,rs G un chemin de x fi v. T(G) est le graphe non oriente associe B 
f(G). 
On dira que G est. T-hamiltonien qwnd T(G) est hamiltonien. 
Soit G cn arbre oriente fini, f(G) sa fermeture transitive et > l’ordre park1 
induit sur G. Un sommet x de G k (X, V) est maximal (respectivement minimal si 
F z E X : 2 > x (respectivement x > 2). Un sommet extremal est un sommet soit 
maximal :,oit minimal. Un sommet intermediaire est un sommet non extremar. Un 
arc extre nal (resp. maximal ou minimal) est un arc dont une extremite est un 
sommet extremal (resp. sommet maximal ou minimal). Un arc intermediaire est 
un arc non extremal. 
Fig. 1. 
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Fig. 2. (x,: x41 = (a,. a,. a,) a, et a, arcs directs dam fx,; x,) a3 arc ritrograde. 
e (Arditti [3]). Soit G =(X, V) un arbre orient6 fini, f(G) = (X, U) sa 
fermt?ture tran;itiue, 9 l’ensemble des families de cycles &%nentaires de T(G) 
partitiom .tnt X: 
oii (Xi)iEl est we partition de X et les C: soK t de; *ycles 616mentaires. Les errsembles 
rtiduits ii un sommet ou k deux sommets adjacents sont consid&& comme cycles. 
Si F est de cardinalitt! mirzimum dans 3, alors les sous-graphes engendrh par les 
A’i sont des sous -arbres de G. 
Dans la suite, ces sowarbres sont appelCs des composantes T-hamiltoniennes 
de G (la dkomposikn n’est Gas umque). 
Notations. Wa E U, <p(a) dbigne le flux du flot cp sur l’arc a. 
VA c U, u>(A) =CaEA da). 
A un flot descendant $ et JI flof mnntant q SW G, on associe le nombre: 
a E U 1 +(a) Q da) = O}l. 
Chaines de redistribution pour un flor 
Chaines de red 
sommets minima 
$-chaine si et seu 
ant $: soient m, et 171~ deux 
G associke. (rn, ; nb) est une 
(AC, y)E (rtz,; 9x,) et (x, y) rktrogra on a +!J(x, y) 3 U. 
telk :$-chaine permet d’obtenir, $I partir d’un !Jt descendant + 3 0 un 
- retra 
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m 
1 2 
Fig 3. (m , ; m,) est une J/-chaine; u = 1. 
maximaux WI! et Mz, 
3. 
Or: d&nit de man&e analogue une cp-chaine de G, entre 
relativement au flat montant cp. 
le. Soit G = (X, U) un arbre orient6 jilti, soient P 1’ensembEe des Pots 
descendants et @ [‘ensemble des pots montants d$nis SW G. Soit 
Soit v le nombre minimum de composames T-hamilroniennes de 
x, cllors v = FL,,+ 1. 
Remarque. Pour ho = 0, le tkkorkme a 6tk dkmontrk en 
d6monstration, nous faisons rkfkence aux proprihks suivantes: 
Soit G un arbre orieh fini: 
G partitionnant 
[ 
(PJ Les flots J, et q d&finis sur G ont les propriCt& suivantes: 
(i) It: nombre d’arcs de flux nul pour J/ ou cp est 6gal B peLo. 
(ii) le nombre d’arcs de flux nul pour $ et q est maximum, (i) 
(P2) 3a E ?_I, a non maximal: $(a) = 0 et q(a)>O. 
(Ps) 3a E‘ U, a non minimal: +!f(a) > 0 et cpfa) = 0. 
I]. Dsns la 
ktant impok 
e. Soit G = (X, U) un arbre orienti, muni d‘un flor descendant 4~ et d’un flat 
IC <p. et v~rifiant (I>,) et (P2). 
Eoit (x, y ) un arc non maximal de U t d que +5(x, y ) = 0, q(x, y) > 0. AEors il exist@ 
dans G”,, une chaine de x ci un sommet i?~a.~i~F~a~ , soit C = (x; a), eelle 
min (p(a).> 1 avec a E‘ C, a ritrograde. 
Soit (x, y) E U non maximal t.q. #(x, y) = 0 et 4p 
SO x 
XY. 
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Fig. 4. 
P de GG,, la chaine (f3; x) comporte au moins un arc retrograde (z, t) te’l que: 
o = Jl(z, t) s 1 sinon en concatenant a l’une de ces chaines (p; X) un chemin de 
x ZI un sommet minima1 passant par y, soit (x; p’), on obtiendrait la chame 
(0, 0’) dont tous les arcs retrogrades sont de flux $> 1. (/3; 0’) serait une 
#-chaine permettant de redistribuer une quantite egale 5 I, et le flux obtenu sur 
tous les arcs de (/3 ; /3’) serait a 1. Soit 4’ le flot descendant ainsi obtenu. Le 
produit des flux de 9 et dt cp sur l’arc direct (x, y) devenant> 0, on surait 
~((0. $‘)< ~(9, +!J), ce qui serait en contradiction avec (P,)(i). 
Dans G, colorons: 
(i) En rouge: l’arc (x, y), et sur toute chaine de x a un sommet minimal p, ne 
contenant pas (x, y), le premier arc direct rencontre de flux nul pour $, ou bien, 
s’il n’existe pas de tel arc, le dernier arc direct rencontre de flux = 1 pour $; ainsi, 
toute chaine (p; x) ne contenant pas de sommet minima1 autre que p comporte 
un arc rouge. 
(ii) En uerr : tous les auto es arcs de G. 
Soit A la composante connexe de x dans G prive des arc’s rouges. II est clair 
que o’(4) = o(A) 5 {arcs rouges}. Notons G1 = A Uw(A). I1 est clair que 6’ est 
connexe et est done un sous-arbre de G. G’ a les proprietes suivantes: 
(i) Tout arc maxima1 dans 6’ est maxima1 dans G. 
Tout sommet maxima1 dans 6’ est maxima1 dans G puisque o’(A)= w(A); 
done la propriete (i) en decoule. 
(ii) Si s est un sommet non mrinimal de G’, tout arc de C; incident a s est daris 
G’. 
; tout arc incident 
t sommet minimal de G” est de degre 1. 
CO eta 
) et sont 
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Rflmarque. Ces trois proprietes ccrrespondent a la de nition d’arbre e 
maximale, utilisee par kditti en [I]. 
Notations. ml = &(A) = {arcs minimaux de G ‘} d’apres (iii), 
M’ = {arcs maximaux de G’} c {arcs maximaux de G) :sn vertu 
I’ = {sommets intermediaires de G’j. 
Montrons que: 
V(t, ?)E ml: rc/(z. t) = 1 * tp(z, t)a 1. (1) 
Soit (z, tk m’ t.q. $(z, t) == 1 (done (z, t) # (x, y) et (z, t) est rouge). Supposons 
que ca(z, F) - 0. Dans G, il existe une chaine C = (x: p) de x a un sommet minimal 
0, ne contenant pas (x, y) SW laquelle (z, t) est le dernier arc direct de flux egal a 
1 pour 4, et C ne contient pas d’art direct de flux nul pour $. 
Dans le cas ou z = x, en concstenant la chaine C a un chemin de 18 B un sommet 
minimal, passant par y, on obtient une +-chaine permettant, en redistribuant 1, 
d’obtenir un nouveau flot $” alrec Jl’(x. t) = 0 et J/‘(x, y) = 1. On tree ainsi un flot 
4’ tel que p($‘, g) < l~( $, cp) ce qui contredit la propriM (PI). 
Dans tous les autres cas de figure, notons a le dernier sommet rencontre sur C 
avant z; z a un autre success::;* que t, soit t’: si z > a : t’ = a (Fig. 5(a)), si 
a > z : $(a, t) > 0 (Fig. 5(b)), puisque C ne contient pas d’art direct de flux nul pour 
$. De plus, +(z, t) = 1, ce qui entraine B’existence d’un autre successeur t’, d’apres 
la definition des flots. 
-- -. y_ cha’Ines 
Fig. S(a). z > Q. 
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aiine C, = (/3 ; z) de L” = tous les arcs rktrograde de C, 
sauf (z, t). Soit d’autre part, C2 un chemin de z ti un 
sbmmet minimal @‘, passant pdr t’, C2 = (2; p’). 
En concathnant et C2, on obtiendrait une #-shaine (p; 0’) permettant en 
redistribuant 1, d’o tenir un nouveau flot +‘, avec t+V( z, t) = 0. 
L’arc (2, t) serait e flux nul pour cp et #‘, et les flats cc3 et f+!~ ne vkifieraient pas 
la propri&tk (P2). 
La supposition &it absurde et la relation (1) est dkmontrke. I1 en dkoule 
<p(m’)3 l+lI(rn” vm” E rd. (2) 
Faisons une nouvelle coloration des arcs de G ’ = (Xl, U’): 
n rouge: sur toute chaine de x h un sommet maximal (Y de G’, ne contenant 
pas (x, y), soit le premier arc retrograde de ux nul pour cp, sinon le dernier arc 
retrograde de flux Pgal ?I 1 pour cp, s’il existe (x n’&ant pas un sommet maximal 
dans G par hypothkse, n’est pas un sommet maximal dans G’ d’aprks (i)). Ainsi, 
toute chaine (x: at) ne contenant pas de sommet maximal auare que (Y, comporae 
uhl arc rouge. 
I52 uerf: tous les autres arcs, notamment (x, y). 
(H) Supposons que toute cha^ine de x B un sommet maximal contienne un arc 
rouge. 
Soit B la composante connexe contenant x dans G’ priv6 de scs arcs rouges. 
w-(B) = o(B)c {arcs rouges} (cls et 0-l sont dkfinis dans G’). 
Notons: 
G* = o-(B) u B. 
I1 est clair que B, et par conskquent G*, sont connexes. G* est done un 
sous-arbre de 6’. 
Notations. On vhifie sans peine que: 
o-*(B) = {arcs maximaux de G*) et on note M* cet ensemble, 
1* = {sommets intermediaires de G*}, 
rn* = {arcs minim&ux de G’}. 
Par dies raisonne ents analogues aux rk&denlts on &al% les riropri&tCs 
suivantes pour G2. 
Cj) ans G I, c’est-2 -dire m ’ c nz ’ . 
Cjj) tout arc de G ’ incidetqt g s est 
dans G*. 
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Par une demonstration analogue a celle de la relation 
$(M2)%&1431 
(2) on montre: 
(3) 
x n’est un sommet maximal ni dans G par lnypothkse, ni dans G ’ u’apres (i) ni 
clans G2 par construction. x nest un sommet minimal ni dans G, ni dans G’ par 
construction, ni dans G2 d’apres (j). Done I2 #k 
Tout arc incident ti I” darts G est Acident B 1* drns 6’ en vertu de (ii) et dans 
G” d’aprits (jj). done: 
CO&( I’) = w,; I( 13 r= UC:; (I’). 
Tout sommet extremal de G” etant de degre 1, d‘apres (iii\, (j) et (jjj), et I2 f0, il 
n’existe pas d’art reliant un sommet maximal B un sommet minimal et done: 
w,;(F) = M2U t715 
On en deduit: 
<p(W) = cp(n1~)+)Z2(, (4) 
+(iH*)= (CI(M’) + 11’1. (5) 
De la propriete (j) de G”, et de la relation (2) on tire: 
&I*-{x, y))~$(m2-{x, y}). (6) 
or, @ix, y) = 0 et <p(x, y) = u ce qui permet d’ecrire: 
<p(m2) 2 $(r?12) + u. (7) 
De (4) et (7). il vient: 
~(M’)~~(172~)-‘-~17~+ u. (8) 
Qe (5;) ei (8): 
q(M2)2~(M2)K! Ir’\+u, (9 
or II’\> 0 et u > 0, d’ou cp(M2) > $( M’) ce qui est en contradiction avec l’inigalite 
(3). 
Notre hypothese (I-l) etait done fausse, et il existe clans G’, done dans G& une 
chaine C = (x; a) de x ;i un sommet maximal (Y, dont tous les arcs retrogrades ont 
un flux >I pour q, et We lemme est ainsi demo.&& 
Un lemme dual du precedent peut etre demontri de facon analogue en 
ren;plaGant: 
- ia propriLe (PJ par (Pi), 
- le flot q par le flol rl/ et reciproquement, 
- “maximal” par “minimal”, 
- “direct” par (‘retrograde” et reciproquement, 
B savoir: 
Soit G =I (X, U) un arbre muni d’un flot descendant 9_r et d’un flot montant cp et 
V&i 
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soit (x. y) E U non minimal tel que cp(x, y) = 0, J/(x, y) = u >O. Ah-s il existe 
dans G:, aine C’ = (y, f3, de y 2 un sommet minimal /3, telle que: 
min J+.zP 1. 
utC 
Q direct 
aire. La quantitk u Aunt finie, on peut r&_@ter ce 
ensemble de chaines C, = (x; (~l: ), ai sowmets maximcwx 
air 




raisonnement et obtmir un 
de GcY, telles que 1, u, 2 u, 
Demontronc; a present l’egalite enoncee dans le theoremc: v = p,,+ 1. 
( 1”) us &Lo+ 1. 
Soft G un arbre orient6 muni d’un flat descendant +!I et d’un flat montant cp 
verifiant (P,). Faisons une recurrence sur p(,: 
L’inCgalite est vraie pour cc0 = 0; en effet, p,,= 0 s! et settlement si G est 
T-hamiltonicn, c‘est-a-dire v = 1, d‘apres [2]. 
Supposons Yinigalit6 (1”) verifiee pour p OS (k - 1) et montrons qu’elle l’est 
pour po= k (ka 1). 
Soit (x, y) un arc de G sur lequel le prodJit des flux est nul. Envisageons les 3 
cas possibles: 
(a) J&X, y) = cp(x, 34 = 0, 
(b) cp(x. y’>O et rc/(x, y) = 0 (G v@rifie (P,)), 
(c) $4x, y+O et cp(x, y)=O (G verifie (P$)). 
Soit 11, (n.?) le nombre d’arcs dr GX, (Gjl’,) sur lesquels Be produit des flux de 4 
et ;p est nul On a: 
II, + n, + 1 = p. = k. (10) 
Construisons un flot montant cpX (cp, 1 et un flot ded-ce!ldant 4x (+!Q) sur G~,,(G);J. 
Cas (a): 4(x, y) = cp(x, y) = 0. 
Les rcqtrictions des hts $ et <p h GG, et ZI ST, sont clairement dss flots 
descendant et montant sur Gz, et G&. 
Cas (b): #(x, y) = 0 et cp(x, y) = u >O. 
Un sommet non minimal de Gc, (resp. Gi,,) est non minimal dans G. Done les 
restrictions du flot # a G:, et G:, sont clairement des flots descendants ur Gc, et 
G,v,,. 
Construction du Si x est un wmmez maximal dans G, cpx est 
defini comme dans le cas (a). 
Si x est un sommet non maximal dans (1, G ayant la propriM (Y,) et G, r/j, q 
Ins appliquer le corollaire du Icrnmc: il 
c e J. A des sommets maximaux permcttant 
de diminuer globalement de u le flux de cp > travers ces sommets maximaux sans 
augmenter le nombre d’arcs de flux nul sur ces chaines. En effectuant ces 
a’i jes, et en conservant le 
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Ccalzstruction de q,,. Si y est un sommet maximal de G:,, la restriction de q B 
Gi, est un Wot montant sur G&, soit (pV. 
Si y n’est pas un sommet maximal dans G&, en ajoutant u au flot montant de 
tous les arcs d’un chernin ( y ; cu), ti sommet maximal, et en conservant le flux 
initial sur trJus les autres arcs on obtient done un flot montant <p, SW ZY, pour 
lequel le nombre d’arcs ou le prodult des flux est nul, est infkrieur ou egal & n,. 
Ccs {c): +9(x, y) = u >>O et &, y) =.O. 
Par un raisonnement analogue a celui fait dans le cas (b), et en vertu de la 
o:+ite en $ et cp, on construit des flats eX, qX, &, et qpv sur Gi,, et Giy. 
YT A otons I_L{),~ (res p. ~~,,J le nombre minimum d’arcs de Cl,, (G?&) sur lesquels le 
produit des flux de deux flots montant et descendant definis sur G& (Gz,) est nul. 
Notons v,(v,) le nombre minimum de composantes T-hamiltoniennes de G& 
(G:,!. 
Dans chacu 2 des cas consider& ci-dessus, nous avons construit des Rots I/_J~ et cpX 
sur Gz, ($,,, p,, sur G:,) tels que fe nombre d’arcs de GG.,, (GQ sur lesquels le 
produit des flux est nul est inferieur ou egal B n, (Q. 11 vient don’s 
P0.X =z k9 P0.Y <ny. (11) 
Comme n2, et ny sont s( k - l), on peut appliquer B Gz,, et Gz, l’hypothese de 
recurrence: 
I1 est evident que 
On deduit de (II), (12’) et (13): 
v s Pr),x + P0.y +2Sn,+n,+2. 
(10) et (14)* vspO+ 1. 
(‘14.) 
(2”) v~~~+l. 
Supposons qu’on a une decomposition de G en le nombre minimum v de 
composantes T-harniltoniennes. L’inegalite (2”) est vrak per v = 1 (cf. [2]). 
Hypothkw de r&wrmce : supposons-la vraie pour v < k. Mont:ons qu’elle est 
ver~ifiee you . v = k. (k > 2). 
NotOr>s Gi, i~I=(172,. a e , k}, les k conrposantes T-hamiltoniennes de G. Ce 
sont des sous-arbres de 6. Soit (x, y) un arc de G n’appartenant a aucun Gi. 
Notons v, (resp. vY) le nombre minimum de composantes T-hamiltoniennes de 
Gc, (resp. G&J. I? est clair que vX + vY = V, v, c k et tfv C’ k. L’hwothese de 
rhu-rence s’ap lique 5 GE, et G$, 
(15) 
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t (pY et un flot descendant $,, sur G:,, ayant la mer;re 
Construction de dew flats g+ er’ <p SW G 
(A) FZot descendant /i 
ler cas: x a un successeuf ans Gi,. Posons +(x, y) = 0. 
Wa arc de Gz,: +(a)= lr,,b), 
Wa arc de G,“,: $(a) = &(a). 
On verifie aisement que $ ainsi defini est un flot descendant sur G. 
2hme cas: x n’a pas de successeur dans G& 
Va arc de G:,: $(a)= &(a), 
4% y) - rci,(z, x)+ 1. 
2d- w 
Soit CH un chemin de y B un somrnct minimal dans G$ (CH est 
eventuellement vide, si y est un sommet minimal). 
WaECH: $(a)=$Ja)++(x,yi, 
kfa appztrtenant i Gz, et non B CH: $(a) = I+$,(&. 
$ est clairementun fat descendant sur G. 
(B) Flat nroaltant q 
lea cm: y a un prkdecesseur dans Gz,. Posons alors cp(x, y) = 0. 
Wa arc de G?,: cp(a) = cp&), 
“da arc de Gl,: q(a)= q,,(a). 
2kme cas: y n’a pas de predecesseur dans Gi,. 
Wa arc de Gz,: da) = q&G, 
‘un sommet maximal de GE,, B x (C est vi& si x est un 
Wa arc de Gc, n’appartenant pas a C : cp(aJ = da). 
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II v&t: 
(16) 
De (15) et (161 on tire 
ce qui termine la dhnonstration du t 
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